Affine Quotientenschemata nach affinen, algebraischen Gruppen und induzierte darstellungen  by Oberst, Ulrich
JOURNAL OF ALGEBRA 44, 503-538 (1977) 
AfFine Quotientenschemata nach afFinen, 
atgebraischen Gruppen und induzlerte Darstellungen 
ULRICH OBERST 
Instttut fw Mathematrk, Unuxv~ztat Innrbncck, Innram 52, 
A-6020 Innsbruck, Austrza 
Communzcated by I(. Hopper t 
Recerved November 18, 1975 
Untersucht wird die Frage der Existenz afhner Quotientenschemata von 
affinen Schemata (tiber einem K&per), auf denen em a&es, algebraisches 
Gruppenschema operlert, und der Zusammenhang dieses Problems mit der 
Darstellungstheorie der Gruppe. 
Seren genauer k ein K&per beliebiger Charaktenstrk, X = S@(B) em affines 
k-Schema und G = Sp(A) ein affines, algebraisches k-Gruppenschema (in dieser 
Arbeit kurz k-Guppe genannt), das auf X von rechts, auf 3 also von links 
operiert. Sei C := GB die Unteralgebra von B der bei der Operation fixen 
Elemente, I’ :- Sp(C) das zugehdrige afhne k-Schema und p: X-+ Y der 
durch CC B mduzierte Morphismus Tch gebe notwendrge und hinreichende 
darstellungstheoretische Bedingungen dafur an, da13 p: X + Y in der Kategorie 
aller k-Schemata ein Quotient von X modulo G oder sogar ein Hauptfaserbundel 
mit Strukturgruppe Gist. Tn der Lrteratur wurden solche Resultate von Grothen- 
dieck und Gabriel [4, Exp. V, Th. 4.11, f iir end&he k-Gruppen, van Mumford 
[15, ‘Th., 1 11, fur lmear reduktive glatte Gruppen und von Seshadri [20, Th. 27, 
fur semireduktive glatte Gruppen hergelertet, wobei rmrner Bedingungen ,811 dre 
Gruppe G gestellt werden. In dreser Arbeit werden verallgemeinernd spezielle 
Eigenschaften von dem Paar (G, X) verlangt. 
Grundlegender, darstellungstheoretischer Beg& dieser Arbelt ist der des 
(versck&zkten) (G, B)-Mod& nach Voigt 122, 231. Dies ist em k-Vektorraum 
mit einer B- und einer G- Modulstruktur derart, dal?, die Multiplikatron 
B @j W --+ W G-linear 1st. Die (G, B)-Moduln brlden eme Grothendieck- 
kategorie (G, B)-Mod, lokal von endlichem Typ. Man erhalt den Funktor 
“Fixuntcrmodul” 
“( -): (G, B)-Mod - C-Mod: W 3 GW 
Mit diesen Begriffen gelten folgende S&e und Folgerungen. 
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SATZ A Seien k ezn Korper, X = Sp(B) esn ajines, algebraisches k-Schema 
und G ezne k-Gruppe (ezn ajines, algebrassches k-Gruppenschema), das auf X von 
rechts frei operzert. Folgende Aussagen sznd a-quivalent: 
(1) Der Funktor “( -): (G, B)-Mod + C-Mod, C = GB, ist exakt. 
(2) Der Funktor von (1) zst eine Aqutvalenx van Kategorien. 
(3) Der Morphzsmus p: X = Sp(B) -+ Y : = Sp(C) ist Hauptfaserbundel 
mzt Strukturgruppe G, d.h., 
(1) p. X-t Y zst treujlach, 
(11) der Morphasmw X x G ---f X x y X: (x, s) ---f (xs, x) zst ezn Isomor- 
phzsmus. 
Dre Folge X x G=$&,, X --+p Y 1st dann exakt in der Kategorre aller lokal 
germgten Raume, msbesondere derjemgen aller k-Schemata. Die Bedmgungen 
(l)-(3) sind erfullt fur linear reduktive Gruppen. 1 
Dre Frage der endlichen Erzeugbarkert von C als k-Algebra (14.tes Hrlbertsches 
Problem) wird im Anhang beantwortet. 
1st speziell G eme Untergruppe der k-Gruppe H, so operiert G auf H frei 
von rechts durch Translation 
Bezeichne G-Mod bzw. H-Mod die lokal endhchen Grothendreckkategonen 
der Links-G- bzw. H-Mod& und I: G-Mod --f H-Mod den zum “Skalarenein- 
schrankungsfunktor” rechtsadjungierten Funktor “induxierte Darstellung” 
(fur abstrakte Gruppen h&fig “comduzierte Darstellung” genannt). Aus Satz A 
erhalt man die 
FOLGERUNG B Seien k ein Korper, H eane k-Gruppe und G ezne k-Unter- 
gruppe von H. Aquivalent sznd 
(1) Der als algebraisches K-Schema immer existierende homogene Raum H/G 
ast a$% 
(2) DerFunktor “induzaerte Darstellung”Iz G-Mod -+ H-Mod zst exakt. 1 
Daraus folgt unmrttelbar 
FOLGERUNG C (Bialymckr-Birula [2] fur Gruppen in Charakterrstrk 0). 
Situation wie in Folgerung B. 
(1) Ist G linear reduktiv, so ist H/G afin 
(2) 1st H linear reduktiv, so ist es Ggenau dann, wenn H/G a#n ist. 
Eme Verallgemeinerung von Mumfords Satz [15, Th. 1. l] fur linear reduktive 
Gruppen 1st 
SATZ D Seien k ein Korper, G eine k-Gruppe und X = Sp(B) ein a&es 
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k-Schema, auf dent G von rechts nicht notwendig frei operzert. Seien C : = 
Y : = Sp(C) und p : = Sp(inj): X -+ Y. 
(1) Ist der Funktor “(-): (G, B)-Mod --+ C-Mod exakt, so ist p: X-+ Y 
ein universeller kategorischer Quotient und unzversell submersiv zm Sinne von 
Mumford [15, Def. 0.5, 0.61. 
(2) Ist umgekehrt p: X -+ Y em universeller kategorischer Quotient und 
folgt fur etnen (G, B)-Mod& W und Untermodul V < aus GV = GW au& 
“(W/V) = 0, so ist “(-1 auf den (G, B)-Mod&z exakt 
Im Zusammenhang mrt oblgen Fragen erhllt man folgende cohomologrschen 
Satze 
SATZ E. Seien k ein Korper, H cane k-Gruppe und G & H ezne k-Unter- 
gruppe mzt afinem homogenen Raum H/G. Dann ist jeder znjektive H-Mod& au& 
als G-Mod& (Skalareneinschrankung !) injektiv. Dies zst insbesondere der Fall, 
wenn G Normalteiler von H zst. 1 
Fur lineare Gruppen uber emem Korper der Charakteristik 0 und Normalteiler 
G von H wurde die Aussage von Satz E mit Hilfe der Strukturtheone (Borel- 
Chevalley) von Hochschild [12] b ewlesen. 1st in Satz E die Untergruppe G ein 
Normalteiler, sofolgt aus dem Satz, da13 fur einen H-Modul W die Cohomologre- 
gruppen H”(G, W) auf naturliche Weise als H/G-Moduln aufgefant werden 
kdnnen. Man erhalt eine “Hochschrld-Serresche” Spektrafolge. 
SATZ F. Seien k ein Korper, H eine k-Gruppe und G ein KNormalteiler vtrn 
H. Fur jeden H-Mod& W erhalt man eine (im strengsten Sznn konvergierende) 
Spektralfolge 
Hp(H/G, Hq(G, W)) ; Hn(H, W) 
im ersten Quadranten. 1 
Die ersten drei Paragraphen dienen der Erklarung aus der Literatur bekannter 
Begriffe. Im Rest werden die Ergebnisse A brs F und emige dazu notige Resultate 
technischer A t hergeleitet und noch einige Folgerungen gezogen. 
Notation und Terminologie 
(1) Sind U eme Kategorie mit Objekten U, Y E U, so bedeutet U( lJ> V) = 
Hom(lJ, V) die Menge der Morphismen von U nach V. Bezeichnet e eine 
Eigenschaft von Morphismen, so se1 Hom,( U, V) C Hom( IY, V) die Menge der 
Morphismen mrt der Eigenschaft e. Der Kurzel f: U % V bedeutet, da8 f ein 
Isomorphismus von U nach V ist. Es bezerchne Ke, Cok, Bi den (Differenz-) 
Kern, (Drfferenz-) Cokern bzw Brld von Morphismen. 
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(2) {U; U ein Objekt mrt.. 1 bezeichnet die Kategorre aller dieser Objekte, 
wober dre Morphismen aus dem Zusammenhang hervorgehen. 
(3) Mrt proj, mj bzw. kan werden Projektionen, Iqektronen bzw. “kanomsche 
Abbrldungen” bezerchnet, deren genaue Form dem Zusammenhang zu 
entnehmen ist. 
(4) Em Dragramm 
wird aus drucktechnischen Griinden haufig m der Gestalt 
geschrieben. 
(5) Smd U und M Kategorien und L: M -+ U der linksadjungrerte Funktor 
zu dem rechtsadjungierten Funktor R: U + M, so werden die Adjunktions- 
morphrsmen, wie haufig, mit @: LR -+ Idu und Y: IdM -+ RL bezeichnet. Die 
AdJunktionsmorphismen mduzreren die zuemander inversen Adjunktrons- 
isomorphismen 
und 
U(LM, U) 3 M(U, RU): u I+- (Ru)YM 
M(lM, RU) 3” U(LM, U): f t-+ @,(Lf ). 
Die Buchstaben L bzw. R bedeuten immer den Links- bzw. Rechtsadjungierten. 
(6) Die Charakterrstrk eines Korpers k ist CA(K). 
(7) Alle auftretenden Multiplikationen oder Operationen werden mit I”, alle 
Comultiplikationen oder Dtagonalabbildungen mrt d bezeichnet. 
(8) Die Kategorre der Links-bzw. Rechts-Moduln tiber emem Rmg A ist 
A-Mod bzw. Mod- A. 1st A kommutatrv, so 1st A-Mod = Mod- A =: ModA. 
(9) OE dA := ohne Einschrankung der Allgemeinheit. 
(10) 1 : = Ende eines Beweises, Gedankens usw. 
Begrrffe, Ergebmsse, Formeln usw. dreser Arbeit werden innerhalb der 
einzelnen Paragraphen durchnumeriert und nach dem Dezimalsystem zitrert. 
Bezughch Begnffen und Resultaten uber Gruppenschemata wrrd vor allem auf 
Demazure und Gabrrel [3] verwresen 
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1. GRUNDBEGRIFFE 
In der ganzen Arbeit bezeichne k einen nicht notwendig algebra&h 
abgeschlossenen Kdrper beliebiger Charakterrstik. Das Tensor-produkt uber k 
wird mit @ = @a bezeichnet. Selen Al = Al, die Kategorie der kommutatrven 
k-Algebren und Scha = Scha, diejenige der a%.nen k-Schemata. Wir iden- 
tifizieren jedes k-Schema mit dem dadurch deiinierten Funktor, also 
Scha, = (X: AI, -+ Me; X reprasentierbarj. 
Wn schreiben xE X sowohl fur em Element x der X unterliegenden Menge als 
such kurz fur x E X(R), R E Al,, wober der richtige Sinn aus dem Zusammen- 
hang hervorgeht. Es gilt die bekannte Dualnat 
Sp: Al, 3 Scha, , A: Scha, -+ Al, (1.1) 
mit @(A) = Spec(A) als lokalgeringtem Raum bzw. Q(A) = Al,(A, -) als 
darstellbarem Funktor. Der Funktor A ordnet dem darstellbaren Fu ktor X eine 
ihn darstehende Algebra zu, also &(A(X), R) g X(R), funktoriell in.B E Al,. 
Der Isomorphismus wird gegeben durch ein universelles Element x,, E X(A(X)) 
in der Form 
FaOt man X als lokalgeringten Raum auf, so ist A(X) die k-Algebra der 
globalen Schmtte. 
Die Kategorien Al, , also such Scha, be&en alle Limites und Cobmites. Alle 
in dieser Arbeit benutzten Colimrtes atliner k-Schemata sind in Scha, zu bilden 
und zu verstehen, sofern icht ausdrdcklich von dieser Konventron abgewichen 
wxd. 
1st X = Sp(B) em afhnes k-Schema, so mduzrert die Dualitat (1.1) die 
Dualitat 
B\AI, =: B - Al = (B -+ B’ m Al,) + Scha,/X = {X’ + X in Scha,) (1.2) 
der Kategorie der B-Algebren, d.h. der k-Algebrahomomorphismen von B in 
eine weitere k-Algebra B’, mit der Kategone der aflinen k-Schemata iiber X, d.h. 
der Morphismen X’ -+ X in Scha, . Bezeichne B-Mod die Kategorie der 
B-Mod& Jedem B-Modul M ordnet man durch das Verfahren der 
“Idealisienmg” (Nagata [16]) die B-Algebra B @ &!l mit der Multiplikation 
(b + m)(b’ + m’) = bb’ + (bm’ + b’m), also M2 = 0, zu. Andererseits ist 
jede B-Algebra ein B-Modul. Man erhlt Funktoren 
(1.3) 
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Dre Ideahsierung erlaubt es, Satze uber affine Schemata auf Moduln zu 
tibertragen; das Verfahren wrrd in dieser Arbert haufig angewendet. 
2. GR~PE~OPE~TIONEN 
Welter sei k em behebrger Korper. Ser Gem affines, algebraisches k-Gruppen- 
schema, d.h. eine Gruppe in der Kategorie Schap , welche als k-Schema 
algebrarsch ist. Ein solches G wird in dreser Arbeit kurz als k-Gruppe bezeichnet. 
Ser A = A(G) dre atie Algebra von G und s,, E G(A) ein umverselles Element, 
Z&O 
(2.1) Ein Lznks-GModuE V (kurz. G-Modul ov) ist ein k-Vektorraum mit 
einem Gruppenhomomorphrsmus p: G - Glk( 2’) von k-%ruppenfunktoren 
[3, X11.21, Gl,(v)(R) = Gls(V @ R), R E Al,; p he& die zu oV gehijrige 
Drarsteldung. Der Homomorphismus p entspricht eindeutig folgenden gleich- 
wertigen Daten [3] :
(1) einer Famrhe von R-lmearen Operatronen, d.h. Links-ROAR)]- 
Mods-Strukturen, 
der abstrakten Gruppe G(R) auf dem R-Modul V @ R, funktoriell inR E Al, 
oder 
(2) einer k-linearen Abbild~g 
welche V zu emem Rechts-A-Comodul macht. 
Der Zusammenhang der drew Daten wird gegeben durch die Formeln 
(a) p&s)(x) = sx, x E Y @ R, s E G(R), R E Al, 
(m ha&g benutzter Kur~chreibwelse: p(~){~) = sx, x E V, s E G), 
(b) d(v) = ss(zt @ l), v E V, s, E G(A) das universelle Element, 
(c) s(w @ 1) = (v @ s”) d(v), e, E V, v @ 1 E V @ R, R E Al,, s E G(R), 
ST A --f R mlt G(s*)(s,,) = s. fl 
Wrr sagen kurz G-Modul statt Links-GModul. Die Kategone G-Mod aller 
G-Mod&n ist eme lo&Z end&he Grothendreck-Kategorie [3,11.2.3.1; 7,S. 3563 
mit den endhch dimenslon~en G-Moduln als Menge von Generatoren. Smd 
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V und W G-Mod&, so such V @ W mit der Diagonaloperations (v @ W) = 
sv @ SW. Hier ist nach obiger Konvention s E G(R), R E Al,, und 
V@WE(V@ W)@R =(V@R)@,(W@R). 
1st Vend&h dtmensional, so ist unter Berucksichtigung von 
Hom,(V, W)@R =Hom,(V@R, W@R) 
such Hom,( V, W) ein G-Modul mit der Operation 
(e)(v) = Sf(rlv), f E Horn&V, W), w E V, s E G. 
1st V ein G-Modul, so 1st der .F&zntermoduE 
‘V := (VE V, s(v @ 1) = z1@ 1, SE G(R), RE&) 
= Ke(Vs V@A) (2.2) 
mit mj: V -+ V @ A: v t+ z, @ 1 der gr%te G-Untermodul von V mit trivlaler 
G-Operation. Insbesondere ist 
GHom,( V, W) = Hom,( V, W) * = (G-Mod)( V, W) 
und mit der Identifikation W = Hom,(k, W) such GW = Horn&, W), wobei 
G auf k trivial operiert. 
Analog definiert man Rechts-G-Mod& W, , die zugehbrige Kategorie 
Mod-G usw. 
(2.3) Ein athnes Rechts-G-Schema X (kurze Xo) ist ein atTines K-Schema 
X = L@(B) mlt einer Operation p: X x G-+X. Fur jedes R E Al, definiert 
&: X(R) X G(R) --+ X(R): (x, s) w xs eme Operation der abstrakten Gruppe 
G(R) auf X(R) von rechts Die Operation TV entspricht eineindeutig folgenden 
gleichwertigen Daten: 
(1) einem Homomorphismus von k-Gruppenfunktoren p: G-t Au@@) 
mit Aut (B/k)(R) = Aut(B @ R/R) = Gruppe der R-Algebraautomorphismen 
von 3 @ R, oder 
(2) einer Familie von Operatlonen 
G(R) x (B @ R) -+ (B @ R): (s, b) t+ sb 
von G(R) auf 3 @ R durch R-Algebraautomorphismen, funktoriell in R E Haiti 9
oder 
(3) einem RAlgebrahomomorphismus d: B -+ B @ A, der 3 zu einem 
Rechts-A-Comodul macht 1 
481/44/z-13 
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Der Zusammenhang der verschredenen Daten 1st der glerche wre rm oben 
behandelten Fall der G-Moduln; zusatzhch 1st ~1 = +(A) Die Algebra B 
mit dreser zusatzhchen Struktur he& Lznks-G-Algebra (kurz: G-Algebra J3) 
Die Lmks-G-Algebren brlden die Kategorre G-Al mrt den Homomorphrsmen- 
mengen Al, , dre Rechts-G-Schemata dre Kategorre Scha-G. Dre Duahtat (1 1) 
Al, --f Scha, mduzrert dre Duahtat G-AI + Scha-G. 
1st die Rechtsoperation ,LL: X x G + X* (x, s) w xs gegeben, so defimeren wrr 
m der Kategorie Scha, , der affinen k-Schemata, wie ubhch 
Y=X/G=Cok(XxG U ‘X) 
pro] (2 4) 
mrt der kanomschen Abbrldung p: X -+ X/G. Induziert wrrd der Morphismus 
kan = (,u, prol): X x G -+ X x y X: (x, s) t-+ (xs, x). (2.5) 
Dre Operation p he&t jra, falls kan = (p, proJ) eine abgeschlossene Em- 
bettung 1st. Man nennt p: X-t Y Rechts-G-Torsezcr [3, 111.4.11 oder Haupt- 
jaserbundel mit Stmktwgruppe G, falls p*X * Y treuflach und kan = (p, prol) 
ein Isomorphrsmus md. In letzerem Fall 1st die Folge 
XxG “X p >Y 
pro7 
sogar exakt in der Kategorre der lokal germgten Raume (vergl. [3, Th. I.2 2.7]), 
der aller k-Schemata oder der aller treuflachen k-Garben [3, IILl]. 
Aflin erhalt man mit A = A(G) und l3 = A(X) den Invariantenrmg der 
G-Algebra B, namhch 
C := A(X/G) = GB = Ke(B * -$+WW (2.6) 
und den kanomschen k-Algebrahomomorphrsmus 
(A, mj): B &B -+ B @ A: b @ b’ H d(b)(b’ @ 1) (2 7) 
Dre Operation 1st frei, falls (2.7) suqektiv rst, und p: X -+ Y 1st Hauptfaser- 
bundel, falls C C B treuflach und (A, iq) eine Brjektron sind. Dre Gruppe 
G = Sp(A) operiert auf sich selbst durch Rechstranslatron (und entsprechend 
durch Lmkstranslation), welche eme Linksoperation von G auf A induzrert. 
Faf3t man A als Algebra der Funktronen von G auf-A @ R = Al,(R[T], 
A @ R) = Hom,(G @ R, A1 @ R) = Hom(G, Al)(R)-so gilt fur a E A @ R, 
s, t E G(R) die Bezrehung (sa)(t) = a(ts). D amrt 1st noch einmal erklart, warum 
die Rechts-Translatton v G auf sich die Links-Operatron von G auf A = A(G) 
induziert. 
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3. M~DUI.N MIT VERSCHRXNI~TER OPERATION 
Seien G eine k-Gruppe und X = Sp(B) ein festes affines Rechts-G-Schema, 
also oB eine Links-G-Algebra Die DualnAt G-Al-+&ha-G induzlert die 
Dualitat der Kategorien 
(G, B)-Al : = B\G-Al = (B +- B’ in G-Al) -+ Scha-G/X = (X’ -+ Xm Scha-G]. 
(3.1) 
Die Homomorphrsmenmengen in diesen Kategorien seren AIG,B bzw. Horn,,, . 
(3.2) Em mit emer B- und einer G-Modulstruktur versehener k-T’ektorraum 
V heil3t B-Modal mit verschrlznkter G-Operation [22; 23, 5.11, oder kurz (6, B)- 
Modul, falls die Multiplikatron B @ V + V G-linear ist, wobei G auf B @ V 
diagonal operrert Dies bedeutet, daf3 fur alle R E Al, , s E G(R), v E V @ R und 
b E B @ R die Beziehung s(bu) = (sb)(su) gultrg ist. Daber operiert B @ R auf 
V @ R durch (b @ r)(~ @ r’) = bv @ YY’. 1 
Dre (G, B)-Moduln mrt den glerchzertig G-und B-linearen Abbildungen als 
Morphismen (Homo,,) brlden eine Grothendieckkategorie (G,B)-Mod mit den 
B-end&h erzeugten (G, B)-Mod& als Menge von Generatoren von endlichem 
Typ (“Die Kategorre ist ZokaE van end&chew Typ”). Insbesondere ist B selbst ein 
(G, B)-Modul von endlxhem Typ. 1st B noethersch, z B von endhchem Typ 
uber k, so 1st (G, B)-Mod eine Zokal noethersche Grothendreckkategorre [7,S. 3565 
Der Beg& des (G, B)-Moduls ist so gewahlt, daD die Funktoren 
Iclealwerung 





(G, B)-Mod + (G, B)-Al -+ (G, @-Mod (3.3) 
(3.4) Sind V em endhch dimensionaler G-Modul und W em (G, B)-Modul, 
so ist Hom,( V, W) nach Paragraph (3.2) ein G-Modul und such ein B-1Modul mit 
(bf)(z~) = bf(v), f E Hom,( V, W), b E B, ~1 E V Tatsachlich ist Hom,(V, W) 
sogar vvieder ein (G, B)-Modul. 
Ebenso definiert man Rechts-(G, B)-Moduln, die zugehdrige Kategorie 
Mod-(G, B) usw. 
4. DIE ADJUNGIERTEN FUNKTOREN (G,B)-ModeGB-Mod 
Es seren k ein Kijrper, G = Sp(A) eine k-Gruppe und X = S@(B) ein afKnes 
k-Schema, auf dem G von rechts operiert. Es sei C: = GB, Y = Sp(c), p :== 
Sp(inj): X-2 Y. 
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Smd U eine behebrge Grothendickkategorie und UE U em Objekt, so 1st 
U( U, U) ein Rmg, und man erhalt ein Paar adjungierter Funktoren 
U $Z Mod-U( U, U), w- U(U, W), U@M+iM (4.1) 
(vergl. Ulmer [21]). D b a el 1st U( U, W) ein Rechts-U( U, U)-Modul mit der 
Komposmon von Morphismen als Skalarenmultiphkation. 
Diese Betrachtungen smd anwendbar auf dre Kategorie U : = (G, B)-Mod 
und das Objekt U := B. Se1 W ein (G, B)-Modul. Der kanomsche Isomor- 
phismus Hom,(B, W)r w:ftif(l) in d uziert einen Isomorphrsmus 
Horn&B, W) g GW 
und insbesondere den Ringhomomorphrsmus Hom,,,(B, B) E GB = C. Ich 
identrfiziere Hom,,,(B, W) = GW und Hom,,,(B, B) = C. Nach obigen 
Betrachtungen ist Hom,,,(B, W) em Hom,,,(B, B) = C-Modul; trivial ist 
GW ein GB = C-Untermodul von W. Bei obiger Identifikation strmmen die 
beiden Strukturen uberein. Wir erhalten den linksexakten Funktor 
R := c(-) = Hom,,,(B, -): (G, B)-Mod + C-Mod (4.2) 
von Grothendieckkategorren. Der dazu lmksadlungierte Funktor L 1st gegeben 
durch 
L = B gc (-)* C-Mod -+ (G, B)-Mod: M++ l? @Jc M (4.3) 
wobei G auf B & M durch 
s(b @ m) = sb @ m, SEG, bEB, mEM, 
opener-t. Dabei wrrd (B oc M) @ R = (B @ R) &M, R E Al,, identiiiziert. 




Der Funktor “(-) = R auf den (G, B)-Moduln erhalt gerichtete Vereim- 
gungen, d.h. B 1st von endlichem Typ in (G, B)-Mod, und msbesondere direkte 
Summen 
(4.6) SATZ. Daten und Bezaehungen wie oben. Equivalent sfnnd: 
(1) DerFunktor “(-): (G, B)-M d o -+ C-Mod is-t exakt, d.h. B ist projektzv 
in (G, B)-Mod. 
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(2) (i) Fz& jeden G-Modul Mist 
Y~:M+G(B@CM):mt+l@m ein Isomorphismus. 
(1,) Ist V ein (G, B)-Untermodul des (G, B)-Moduls W mit GV = o W, so 
ist “(W/V) = 0. 
(3) (i> Fur jede C-Algebra C’ ist c’ = G(B gc C) 
(11) tie (2)(ii). 
Bewezs. (2) * (3) klar. 
(3) * (2) durch Idealisierung. 
(1) 3 (2)(n) folgt direkt aus der Exaktheit von R = “(-)” 
(I) Nach Definition ist der Adjunktionshomomorphlsmus 
Yc:C-+RL(C) = G(B@CC) = GB = C 
ein Isomorphismus. Der Funktor R erhalt direkte Summen (B von endlichem 
Typ) und Cokerne nach Bedingung (l), das gleiche gilt fur,? als lmksadjungierten 
Funktor und daher such fur RL. Daraus, der Isomorphie von ?Pc und der 
Tatsache, daf3 jeder C-Modul M in eine exakte Folge Cu) -+ Wt -+ M --j 0 
eingebettet werden kann, folgt auf die ubliche Weise, daf3 such YM: M--z 
RL(M) = G(B &M) ein Isomorphismus ist. 
(2) + (1) Der Beweis dleser Implikation ergrbt sich aus folgendem 
allgemeineren. 
(4.7) HILFSSATZ. Seien U und M abelsche Kategarien und R: U -+ M, 
L : 1M -+ U adjungeerte Funktoren mit den Adjunktionshomomorph~smen 0s:LR -+ Ida 
und E IdM --+ RL. Der Funktor L sei volltueu, d h. ??? sei e&z Isomorphismus. Der 
Funktor R ist genau dann exakt, wenn aus V < W in U und RV = RW azrch 
R(W/V) = 0 folgt. 
Beweis des Hzlfssatxes 
(1) Zu zeigen ist nur, daf3 die Bedingung hinreicht. Sie se1 erfullt. Ich zeige, 
da13 R Eprmorphismen erhalt, also, da R als rechtsadjungrerter Fu &or 
Ifnksexakt rst, dal3 R exakt ist. Bekanntlich ist die Komposnion 
(R@)(YR): R -+ RLR --f R 
die Identitat. Nach Voraussetzung smd Y, also such ‘PR und schlieBhch R@ 
Isomorphismen mit (YR)-l = R@, d.h. (?P*,)-l = R@, fur alle V E U. 
(2) Ich zelge, daB fur f: U -+ V in U die Beziehungen Rf = 0 und 
A Bi (f) = 0 gleichwertig smd. Aus der Faktorisierung U -+ Bi (f) -+ V folgt die 
Faktorisiesung RU+ R Bi (f) -+ RV von Rf, also Rf = 0 aus R Bi (f) = 0. 
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Aus der exakten Folge 0 -+ Ke (f) C U +f I’, der Lmksexaktheit von R und 
Rf = 0 folgt umgekehrt R Ke (f) = RU, also R Br (f) = R(U/Ke (f)) = 0 
mit Hilfe der Bedmgung des Hllfssatzes. 
(3) Seien schhel3llch u:U -+ I’ ein Epimorphlsmus in U und f: RV +- M 
em Morphismus in lVI mrt f (Rg) = 0. Ich zelge f = 0, d.h. die Epimorphie von 
Ru. Nach Voraussetzung ist Y: IdM -+ RL ein Isomorphismus, OR dA ser daher 
M = RW, WEU.S~~V:LRV+ Wderwegen 
U(LRV, W) g M(RV, RW) = M(RV, M) 





LRVx,lJ=:lJ’ u’ >LRV 
ist mrt u such u’ em Eplmorphismus. Der hnksexakte Funktor R erhah Faser- 
produkte, also ist such 
karteslsch m M. Aus (Rv)Yxv = f und (Ysr,)-l = R@, nach (1) folgt Rv = 
f (Rdi,). Nach Annahme gilt f(Ru) = 0. Insgesamt erhalt man 
0 = f(Ru)(Ru”) = f(R@,)(Ru’) = (Rv)(Ru’) = R(d). 
Da u’ Epimorphrsmus rst, gilt Br(vu’) = Br(v). Aus R(vu’) = 0 und (2) folgt 
R Br (vu’) = R Bi (v) = 0, also wieder nach (2) such Rv = 0 und damn 
f = (Rv)YRv = 0. 1 
(4.8) FOLGERUNG. Ist G linear reduktiv, d.h. ist der Funktor 
“(-): G-Mod + k-Mod 
exakt [3,11.3.3.7; 15, Def. 1.41, so sind dze aquzvalenten Bedingungen van Sate (4.6) 
wfullt 1 
(4.9) SATZ. Situatzon und Bezeichnungen wae zu Beginn des Abschnitts. 
Equivalent sind 
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(1) (i) DerFunktor “(-): (G, B)-Mod -+ C-Mod zst exalt. 
(11) Fur jeden von Null verschieabm (G, B)-Modul W ist c W # 0. 
(2) Der Funktor “(-). (G, B)-Mod -+ C-Mod zst ezne +&&&zx. 
(3) (1) Fur jeden C-Modul Mist YM: Mr G(B & M). 
(ii) Aus U Z V zn (G, B)-Mod und GU = “Vfolgt U = V. 
(4) Der Morphwmusp: X = Sp(B) -+ 1’ = f+(C) ist tin ~auptfas~b~ndel 
mit Strukturgruppe G, d.h. 
(1) die Inklusion C C B ist treuJEach und 
(11) (A, inj): B oG B + B @ A ist ein Isomorphismus. 
Beweis. (2) * (1) klar. 
(1) + (2) Die Bedmgungen (l)(i) und (ii) bedeuten wegen G W = 
Hom,,,(B, W), da13 B em projektiver Generator von (G, B)-Mod ist. Aber B 
ist such vom endlichen Typ in (G, B)-Mod. Die Behauptung (2) folgt aus der 
von Gabrrel m [7, Cor. 1, S. 4051, bewresenen Verallgememerung des “Morita- 
Theorems.” 
(l>, (4 * (3)(i) fokt aus (I)( 1>nach Satz (4.6). Dre Bedmgung (3)(u) 1st nach 
Grothendreck [S, 1.91, eme Miighchkert, einen Generator zu charakterisieren. 
(3) * (l), (2) Die Bedmgung (3)(n) enthalt die Bedmgung (2)(1i) von 
Satz (4.6). Zusammen mrt (3)(l) folgt (l)(i) nach Satz (4.6). Nach (3)(u) 1st 
B such Generator von (G, B)-Mod Es folgt (2) wre oben im Beweisschritt 
(1) * (4. 
(2) * (4)(t) Als 4 uivalenz 1st der zu “(-) linksadjungierte Funktor 
B & (-) treuexakt, d.h. CC B 1st treuj?ach. 
(II) Der k-Algebrahomomorphismus (2.7) (A, inj)* B & B -+ B @ A 
entspricht per Duahtat dem Scha,-Morphismus 
kan = (,u, proj): X x G + X x Y X: (x, s) cj (xs, x). (2.5) 
Auf X x G bzw. X x Y X definiere ich die Struktur emes Rechts-G-Schema5 
durch (x, s)t = (x, st) bzw. (x, x’)t = (xt, x’), x, x’ E X, s, t E G. Damit 1st das 
Diagramm 
X-G-XxG-XxYX=X 
ein kommutatives Diagramm von G-Schemata, d.h. kan = (p, proj) ist ein 
Morphtsmus in Scha-G/X und dual (A, m’ em Morphismus m (6, B)-AI, also J)
erst recht in (G, B)-Mod. Dabei werden B &B bzw. B @ A verrnbge 
inj,:B-+B@,B:bt+b@l bzw. A:B-+B@A 
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als B-Moduln und mit den G-Operationen s(b @ b’) = s6 @ b’bzw. s(b @ Q) = 
b @ sa, s E G, b, 6’ E B, a E A, als G-Moduln aufgefal3t. Es ist GA = K (G/G = l), 
also G(B @ A) = B @ k = B. 
Schliefilich ge t bei dem Adjunktionslsomorphismus 
Hom,,,(B &B, B @ A) s Horn@, G(B 0 A)) = Homc(B, B) 
(A, inj) in die Identrtat 
mjz=YB Gu,ml) 
B------+G(B@CB)~ G(B@A) = B, 
bF+1@6!4b@1=6 
uber. Als Aquivalenz ist L = B oc (-) volltreu, d.h. Y ist em Isomorphlsmus. 
Also ist o(d, inj) ein Isomorphismus und damit such (a, inj), da R = G(-) eine 
Aquivalenz ist. (4) * (2) wurde von Voigt [23, Satz 5.21, bewiesen, ist anderer- 
seits uch em Spezialfall des Satzes uber treuflachen Abstieg von Grothendieck 
(vergl. [3,1X4.6.2; 9, Exp. 81). 1 
(4.10) Bemerkzmg. Smd die aquivalenten Bedingungen des vorigen Satzes 
erfullt, soist B sogar ein projektiver C-Modul. 
Beweis. Es ist (d, inj): B &B G B @ A em Isomorphismus. Diese 
Abbrldung 1st such B-linear, wenn man B oc B bzw. B @ A als B-Modul 
vermbge (b @ b’)b” = b @ b’b” bzw. (b @ a)#’ = W’ @ a auffa&. Aber B @ A 
ist B-frei, also B-projektiv, das gleiche gilt daher von B & B. Nach Gruson- 
Raynaud [ll, Th. 3.1.3, Cor.], bleibt Projektivitat bei treuflachem Abstieg 
erhalten, also ist B als C-Modul projektiv. [ 
(4.11) FOLGERUNG. Situation und Bexeichnungen wie xu Begann dieses 
Paragraphen. Die Gruppe G sei unipotent. Equivalent sind: 
(1) Der Funktor “(-): (G, B)-Mod --+ C-Mod ist exukt. 
(2) Du Funktor von (1) ist eine Aquivalenz. 
(3) Der Morphismus p: X -+ Y ist ein Hauptfaserbundel. Insbesondere ist die 
Operation p: X x G --+ X frei. 
Beweis. Aus der Unipotenz von G folgt fur jeden von Null verschiedenen 
G-Modul, erst recht jeden (G, B)-Modul W # 0, da13 such GW # 0 ist [3, 
IV.2.2.s]. Die Bedingung (l)(u) von Satz (4.9) ist also erfullt. 1
(4.12) Bemerkung. Situation und Bezeichnungen wie zu Beginn dieses 
Paragraphen. liqulvalent sind: 
(1) Die Erwelterung C C B ist flach. 
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(2) Smd cr ,..., c, endlich viele Elemente in C und 
K = (b, ...) 1 b,EB”; c b,c, = 0 i i 
der Relationenmodul, so gilt K = B(K n 0). 
Das Ergebnis folgt aus Ulmer [21]. b 
Fur die spatere “Reduktion auf algebrarsch algeschlossenes k” untersuche ich 
das Verhalten der Bedingungen der Satze (4.6) und (4.9) her Kbrperweiterungen. 
Sei k C 1 eine solche und seien werterhm B eine k-Algebra, auf der die K-Gruppe 
G = Q(A) von Imks operiert. Dre durch Grundkdrpererweiterung erhaltene 
I-Gruppe 1 @ G ist definiert durch 
(1 0 G)(S) = G(S), S E Al, , 
wobei rechts S durch Skalareneinschrankung als k-Algebra aufgef&t wird. Die 
affine l-Algebra von 1 0 G ist 1 @ A. Die I-Gruppe 1 @ G operiert auf .I @ B 
durch 
(1 @ G)(S) x (1 ml, B) 0x S ‘l@‘> (1 0 B) a1 S 
I/ Ii II 
G(S) x (B Ok S) liG (B @k s> 
mit der Diagonalabbildung, 
A lstl=lOA,:lOB-tlOBOA=(lOB)O1(lOA). 
Es ist 1 @ GB = lSGl @ B. Analog erhalt man den Fun&or 
F := 1 @ (-): (G, B)-Mod --t (I@ G, 10 B)-Mod 
mit lBGl @ V = 10 GY, VE (G, B)-Mod. 
Sei andererseits W ein (1 @ G, 1 @ B)-Modul. Dann 1st W durch die 
Skalareinschrankung k C 1 und B -+ 10 B such ein k-Vektorraum und ein 
B-Modul. Weiters macht die Operation 
G(R) x (W @ R) -+ ( W @ R): (s, iv) t+ s’x, 
wobei die Injektion R -+ 1 @ R die AbbiIdung 
G(R)--+G(~@R)=(~@G)(I@R):~I-+~’ 
induziert und W @ R mit W &( 1 @ R) rdentlfiziert wird, den k-Vektorraum W 
zu einem Links-G-Modul. Man prdft nach, da!3 W damit ein (G, B)-Modui ist. 
Die zugeh?jrige Diagonalabbildung ist 
4m~,w’GiV) = A(G,B~: w --+ W@A = W&(1 @A), 
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woraus GW = l@oW folgt. Man erhalt den exakten VergrDfunktor 
U: (10 G, 10 B)-Mod -+ (G, @-Mod: @‘++ W. 
(4.13) SATZ. Seien k C 1 ezne Korpererwezterug, G = Sp(A) eine k-Gmppe 
und B eine Links-G-k-Algebra. Dam gelten die aquivalenten Bedingungen von 
Sate (4.6) bxw. Sate (4 9) fur &3 genazl dam, wenn sie fur aocl @ B geltm. 
Beweis. (1) Mach obigen Betrachtungen smd dre Diagramme 





k-Mod F'=1&4 --f l-Mod, 
(1 @ G, 1 @ @-Mod o > (G, B)-Mod 
1 X@JG(-) 1 GC) 
l-Mod V’ r k-Mod 
kommutativ. Dre Funktoren F und F’ und dte VergiBfunktoren U und U’ sind 
treuexakt. Also ist “( -) genau dann exakt, wenn loG( -) es ist. 
(2) Im Fall von Satz (4.9) 1st klar, dai3 die Bedingungen (4)(l) und (ir) her 
K~r~ererweiterungen erhalten und reflektrert werden. 1 
Wie bei Mumford [15, I. I], lassen sich mrt Hilfe der Exaktheit von o(-) auf 
den (G, B)-Moduln Kettenbedingungen von B auf C ubertragen. 
(4.14) SATZ. Situation und Bexichnuzgen tie zu Beginn dzeses Paragrapken. 
Der Funktor “( -) sei auf den (G, B)-Mod& exakt. 
(1) Fur jedes Ideal c von C&t c = C n Bc. 
(2) 1st B rzoethmsch (mtinsch), so such C. 
(3) Ist B eine k-Algebra von endlachem Typ, so ist C ein Jacobsonring, 
uqzd fur Jedes maxiwtab Ideal n VOR C ist C/m ezne end&h dimensionale Korper- 
~w~‘terung von k. 
Beweis. Nach Satz (4.6) gilt C/c g G(B Qc C/c) = G(B/Bc) C B/Be, also 
c = C n Bc. Dre Bedmgungen (2) and (3) folgen aus (1). 1 
5. INDUZIERTE DARSTELLUNGEN 
Seien weiter k em K&per und G = 2$(A) eme afhne k-Gruppe. Smd X 
bzw. Y ein affines Rechts- bzw. Lmks-G-Schema, so operiert G auf X x Y von 
rechts durch (x, y)s = (xs, s-“y). 
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Das afIi.ne Quotientenschema 
X+Y:=Xx Y/G=Cok(XxGx Y uxu;Xx Y) 
xxu (5.3) 
heil3t das Kontr&ionsprod~ von X und Y (vergl. [3, S. 3681) Fur festes oY 
erhalt man den Funktor 
(-) * .Y: Scha-G + Scha, . 
Ist B : = A(Y) die Rechts-G-Algebra, so folgt der Funktor 
I: G-Al -+ Al,: A’ ++,(A’) := G(A’ @ B), 
wober G von links auf A’ @ B durch s(a’ @ b) = sa’ @ bs-I operrert. Betrachtet 
man schliel3lich G-Mod&, so folgt durch Ideahsierung der Funktor 
I: G-Mod -+ K-Mod: VbJ(V) := “(V@ B) 
mrt der ebenso auf V@ B defimerten Operation. Rivano [18, S. 1301, defrmert 
V @A B : = “(V @ B) und nennt V gA B das Cotensorprodukt des Rechts-A- 
Comoduls 77 mit dem Lmks-A-Comodul B. 
Operrert in (5.1) eine wertere K-Gruppe H mrt G vertraglich von rechts auf Y, 
d.h. grit (sy)t = s(yt) f ur s E G, t f H, y E Y, so operiert H such von rechts 
auf X * cY, und zwar so, dal3 dre kanonische Abbildung X x Y -+ X * oY 
H-homogen ist. Dies folgt unmittelbar daraus, daf3 in der Kategorie Scha, das 
Produkt mit einem festen Objekt, hier H, Cokerne erhalt, da Ok exakt ist. Ist 
insbesonderef : G -+ Hem Gruppenhomomorphrsmus, so operieren G (vermdge 
f) bzw. H von links bzw. rechts durch Translation vertraglich auf H. Man 
erhalt zueinander adjungierte Funktoren 
Scha-G G Scha-H, XwX*,H, Yti Y (5.3) 
wober G auf dem H-Schema Y durch ys = yf(s), s E G, operrert. Die Adjunk- 
tionsmorphismen sind 
und 
u/,: X -+ X x H --@% X JF~ H = f*f*(X): x t-+ kan(x, 1) 
@,:f*f,(Y) = Y xG H-2 Y, @r kan = p, 
wobei p: Y x H---f Y wegen 
yt = yf(s)-lf(s)t = (ys-l)(st), y E Y, s E G, t E H 
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irber kan: Y x H -+ Y x H/G = Y *o H faktorisiert. Afhn folgt das Paar 
adjungierter Funktoren 
G-M I=R H-Al, 
4 L 
A’ t-+ I(A’) = G(A’ @A(H)), B+iB 
mit den Adjunktionsmorphismen 
Ye: BA IL(B) = G(B @A(H)) C B @A(H) und 
Qd: U(A’) = G(A’ @ A(H)) CA’ @ A(H) JI’@~ l A’ @ k = A’ 
wobei rl: B -+ B @ A(H) die Comultiplikation von xB und E: A(H) --+ k die 
Coemhert von A(H) bezeichnen. Durch Ideahsierung folgt schliefllich das Paar 
adjungierter Fuktoren 
G-Mod d l=R ’ H-Mod, v H I(V) = “(V @ A(H)), wuw 
L 
mit den Adjunktionshomomorphismen 




cDv: U(V) = “(V @ A(H)) C V @ A(H) ‘@’ S- V @ k = V. (5.6) 
Dabei operieren G bzw. H von links auf V @ A(H) durch s(e, @ a) = SZ, @ as-1 
bzw. t(v @ a) = ZI @ ta, s E G, t E H. Fur v E G-Mod hei& I(V) der von cV 
induzierte H-Modul. Im Fall der abstrakten Gruppen hei& I(V) haufig der 
coinduzrerte Modul (vergl. [19, VII.5, Ex.]). Fur endliche &Gruppen wird der 
Funktor I in [17, 22, 231 untersucht, bei glatten Gruppen wurde I, allerdmgs 
nicht als rechtsadjungieter Funktor, von Krmura [14] zur relativen homo- 
logrschen Algebra verwendet. Mehrere Ergebnisse von [14] folgen rm 
wesenthchen aus der Rechtsadjungiertheit von I aus [6, Prop. 4.11. Tm Falle 
H = 1, f = 0: G -+ 1, 1st I(V) = Gv. Das Diagramm 
K-Mod < G’-) G-Mod L H-Mod H’-) + k-Mod (5.7) 
ist kommutatrv, da dies fur das von dem kommutativen Gruppendragramm 
1 +-” G -+f H -to 1 mduzrerte Dragramm der zu (5.7) linksadjungierten 
Funktoren 
gilt. 
k-Mod -+ G-Mod &- H-Mod t k-Mod. 
(5.8) SATZ. Eine k-Gruppe G = L@(A) operiere von links auf dem afinen 
K-Schema X = Sp(B). Equivalent sin& 
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(1) Der Funktor (-)“: Mod-(G, 3) -+ Mod, zst exakt. 
(2) Der Funktor I: G-Mod + k-Mod: V + “(V @ B) z&t exakt. 
Beweis. Es bedeutet Mod-(G, B) die Kategorie der Rechts-(G, B)-Mod&. 
Beide Funktoren sind linksexakt als rechtsadjungierte Funktoren, es hand& 
sich m (1) und (2) urn die Frage, ob die Funktoren Surjektlonen erhalten. Ich 
verwende die Aquivalenz 
G-Mod g Mod-G: GV -s-+ V, , su = vs-1, s f G. (5?J 
Als Hilfsmlttel benutze ich zwei exakte Funktoren 
G-Mod -%. WMod-(G,B)-V++V@3, GW+-+ WG,B 
Dabel operiert G von rechts auf V @ B durch (u @ b)s = s% @ bs, die 
B-Modulstruktur kommt vom zweiten Faktor. Der Modul oW entsteht aus Fv, 
nach (5.9) 
Die Rechts-G-Modulstruktur von V @ B entsprlcht nach (5.9) der Lmks-G- 
Modulstruktur (s(z, @ b) = sz, @ bs-I), welche in (5.2) zur Definition von P 
diente. Es folgt I( V) = (V @ B)G = “(V @ B), d.h. das Diagramm 
Mod, f-“-- G-Mod -L Mod-(C, B) -4 Mod, 
kommutiert Insbesondere folgt aus der Exakthelt von “(-) diejenige von 1, 
also (1) = (2) 
Umgekehrt 1st fur WE Mod-(G, B) der Modul FU( W) = W @ B mn der 
Rechtsstruktur 
(w @ b)s = s-lw @ bs = w(s-y@ bs = ws @ bs, 
d.h. der Diagonaloperation, versehen. Nach Definition des (G, B)-Mod&s 1st 
die -Multlplikation W @ B -+p W G-linear mlt dem G-linearen Sch.&t 
W -+ IV @ B: w I-+ w @ 1. Die von p mduzierte Abbildung pG: ( W @ B)o = 
IV(W) ,-+ WG ist also surjektiv. Fur einen Epimorphismus f : W -+ W’ in 
Mod-(G, B) liefern das kommutatlve Diagramm 





WG fG , W’G 
mit senkrechten Surjektionen und die Bedmgung (2), da8 such 4” surjektiv 
ist. ]I 
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(5.10) FOLGERUNG. St&n H eine k-Gruppe und G-EJ H ein k-Normaltezler. 
Dann ist der Funktor “induzimte Darstellung” 
exakt 
& G-Mod -+ H-Mod: VbG (V@ A(H)) 
Beweis. Wir lassen G auf H durch Linkstranslation, auf A(q also von rechts 
openeren. In dresem Fall 1st das algebraische k-Schema H/G aflin (vergl. [3, 
IIL3.5.4; 111.3.5.6J) und H + H/Gist Hauptfaserbdndel mit Strukturgruppe G. 
Nach Satz (4 9) ist (-)“: Mod-(G, A(H)) -+ Mod, exakt, nach Satz (5.8) gilt das 
gleiche von I. G-Mod -+ H-Mod. 1 
Se1 jetzt weiter f: G--+ H ein Homomorphismus von k-Gruppen und 
X = S’(B) ein festes Rechts-H-Schema. Die adjungierten Funktoren 
Scha-G fl- Scha-H 
f* 
von (5.3) mduzreren dann bekannthch adjungierte Funktoren 
(5.3) 
Scha-Glf,(X) < f* ’ Scha-H/X 
f* 
und afin entsprechend 
(G, B)-Al + L (H, B)-Al, 
(B _If A’) H [B ---% TB 0 A(H)) Gbm(H)) z G(A’ @ A(H))], 
(B + B’) ci (B --f B’) 
und durch Idealisierung die adjungierten Funktoren 
(G, B)-Mod -=% y (K B)-Mod, V t+ I(V) = “(V @ A(H)), wu w. 
(5.11) 
Daber operrert H auf I(V) wie in (5.4). Dre k-Algebra B @ A(H) operiert auf 
V @ A(H) faktorweise; diese Operation mduziert durch B --+’ G(B @ A(H)) = 
I(B) C B @ A(H) eme B-Modulstruktur auf J(V) = “(V @ A(H)). Das Paar 
(5.11) adjungrerter Funktoren verallgemeinert (5.4). Wieder gilt HI(V) = GV 
fur (G, B)-Moduln V. 
(5.12) FOLGBRUNG. Sznd H eine k-Oruppe, G-CJ H eih k-Nmmalteiler von H 
und der Funktor V,-): (H, B)-Mod +H B-Mod exakt, so ist suck “(-): (G, B)- 
Mod --fG B-Mod exakt. 
Der Beweis folgt aus der Beziehung H(-)I = “(-) und der Exaktheit von I 
nach Folgerung (5.10). i 
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6 TRANSITIVITAT DER EXAKTHEIT 
Seren G eme k-Gruppe und iV4 G ein KNormalteiler von 6. Es seren 
welter X = Sp(B) em Rechts-G-Schema, also durch Skalareneinschrankung 
such ein N-Schema, und p: X - Y *= X/Iv der natirltche Morphismus Dem 
kommutativen Diagramm m Scha, 
(x, n, s) E X x N x G lLXG ; X x G -=% X/N x G 
P~OJXG 
1 1 ln l” 
(xs, s-%zs) E x x NA4 
prol 
X -?- x/iv 
mit exakten Zerlen entnimmt man, da13 G such auf X/AT so operiert, daB 
p G-homogen 1st. Man erhalt das Paar adjungierter Funktoren 
Sch-G/X z;y Sch-G/Y, (x’+X)l+(X’+X-%Y), 
(X x*Y’ proj >x)+-i(Y’* Y) (6.3) 
Das algebraische k-Schema G/Nist wieder eine k-Gruppe [3,111.3.5.6]. Da iV 
auf Y trivral operiert, induziert p: Y x G-+ Y eine Operation Y x (G/N)-+ Y. 




(Y’+ Y)k-+ (Y’/N+ Y/N= Y), (2 -+ Y) cl (2 -+ Y) (6.2) 
Aus (6.1) und (6.2) folgt das Paar adjungierter Funktoren 
Sch-G/X --L ‘R SWWY@-/~)~ 
(f: X’ -+ X) I-+ (f/Nz x,/N -+ x/iv = Y), (6.3) 
(XxyY’ pro1 >X)+-l(Y’-tY). 
Auf X x y Y’ operrert G von rechts durch (x, y’)s = (xs, y’s), wobei 
G -+ G/N: s it s der kanonische Morphismus ist. Die Adjunktionsmorphismen 
sind 
Y = (f, kan): x’ -+ X x y (X’jlv) bzw. 
(6.4) 
a: (X x y Y’)/N - Y’ 
i Lj 
XXYY’ 
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Durch Dualisierung und Idealisierung erhalt man mit I3 = A(X), C := NB = 
A(X/N) das Paar adjungierter Funktoren 
(G, @-Mod < N(-)=R ’ (G/N, j’Y3)-Mod, W-NW, B&MUM. 
Dabei openert G von links auf B & M durch s(b @ m) = s6 @ sm. Offenbar 
verallgemeinert (6.5) die Situation von (4.2,4.3), wo der Fall N = G behandelt 
ist. Die Adjunktionsmorphismen sind wre in (4.4, 4.5) 
und 
YM: M+ N(B@CM):m~l@m 
@w:B@,NWf+Wzb@wwbw. 
Se1 D : = GB = G/N(Nfj) = GINC. 
Insgesamt folgt em kommutatives Dragramm 
G(G)= R %4=.R, 






(6.7) SATZ. Sewn G eine k-Gruppe, NCJ G ein k-Normalteiler und B eine 
Links-G-Algebra A’quivalent rind: 
(1) o(-): (G, B)-Mod --+ GB-Mod ist exakt. 
(2) (i) N(-): (N, B)-Mod -+ NB-Mod ist exakt. 
(4 “/N(-): (G/N, NB)-Mod -+ GB-Mod ist exakt 
Beweis. (1) * (2) (i) ist in Folgerung (5.12) bewiesen. 
(ir) Aus (1) und Satz (4.6) folgt, dal3 fur jeden C-Modul (C := NB), 
erst recht fur jeden (G/N, C)-Modul M die Abbildung 
YIM: M -+ N(13 & M) = IP,L,(M) 
bijektiv ist, d.h. dal3 Y1: Id + RIL1 em funktorieller Isomorphismus ist. 1st f ein 
Epimorphismus in (G/N, C)-Mod, so ist also f g RILlf und daher R2 f s 
R,R,L, f g RL, f. Aber R nach 1) und L, als lmksadjunktierter Funktor erhalten 
Epimorphismen. Also ist R,f Epimorphismus und R, exakt. 
(2) rj (1) folgt unmittelbar aus R = R,R, . 1 
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7. BEWEIS VON SATZ A 
Es seien k ein Kiirper, G = @(A) eine k-Gruppe und X = Sp(B) em affines, 
algebraisches k-Schema, auf dem G von rechts openert. Es sei 
c := A(X/G) = GB 
(7.1) SATZ. h obiger Situation sez die Operation van G auf X fvi. 1st der 
Funktor 
“(-): (G, B)-Mod -+ C-Mod 
exakt, so ist er sogar schon eine A&.civalenx, d.h (Sate (4.9)) Sp(B) + Sp(C) ist 
Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppe G. 
Bewezs. (1) Fur endliche k-Gruppen G stimmt die Aussage des Satzes nach 
[3, 111.2.3.2] oder [4, Exp. V. Th.4.11. Weiter ist C m diesem Fall weeder von 
endlichem Typ. 
(7.2) Red&ion auf glattes G. In Charakteristik 0 1st jede k-Gruppe glatt 
(Satz von Cartier, vergl. [3, 11.6.1.1]), al so mchts zu reduzieren! In positiver 
Charakteristik grbt es nach [4, Exp. VII A, Prop. 8 31, einen endlichen Normal- 
teiler Nvon G so, da8 GjiVglatt ist. Da der Funktor 
“(-) =: R: (G, B)-Mod --+ C-Mod 
nach Voraussetzung exakt ist, gilt nach Satz (6 7) das glerche fur die Funktoren 
und 
R, := “(-): (G, B)-Mod --f (G/N, &B)-Mod 
R, := G/N(-): (G/N, NB)-Mod + GB-Mod. 
Aber N 1st endlich und G/N 1st glatt, nach (7.1) bzw. Reduktronsannahme sind 
RI und R, und daher such “(-) = B = RIRl (6.7) Aquivalenzen. 
(7.3) Es seien jetzt k nach Satz (4.13) OE dA algebraisch abgeschlossen u d G 
glatt, d h. reduziert. Der Beweis des Satzes verlauft mrt noetherscher Induktion. 
Fur jedes G-invariante Ideal b von B operiert G such auf B/b. Die exakte 
Folge 0 + b C B -+ B/b -+ 0 von (G, B)-Moduln mduzrert nach Voraussetzung 
eme exakte Folge 
also G(B/b) = C/C n b. 
4W44/2-14 
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Dre Einbettung B/b-Mod -+ .&Mod induziert ein kommutatives Diagramm 
(G, B/‘b)-Mod ---+ (G, B)-Mod 
1 G(-) 1 %-I 
C/b n C-Mod ------+ C-Mod 
mit treuexakten waagerechten Funktoren. Da “(--I auf den (G, B)-Moduln 
exakt ist, 1st der Funktor such auf den (G, B/b)-Moduln exakt. Weiter ist such 
die Operation Sp(B/b) x G -+ Sp(B,/b) frei, d.h. (G, B/b) erfullt dre gleichen 
Vora~se~gen wre (G, B). 
A.ls Algebra von endlichem Typ ist B noethersch. Ich nehme an, dre Behaup- 
tung des Satzes sei falsch. Dann sei b # I3 ein G-invariantes Ideal, maximal 
bezgl. der Eigenschaft, daf3 die Aussage des Satzes fur das Paar (G, B/b) falsch 
1st. Durch Umbenenn~g erreiche ich OE dA B = B/b, d.h. b = 0. Mit diesen 
Vorbemerkungen darf ich also annehmen, dal3 die Aussage des Satzes fur alle 
Paare (G, B/b), b G-invariant, 0 # b < B, zutrifft, fur (G, B) aber nicht. 
Da G frer auf X operiert, 1st der Morphismus X x G-t X x X eine 
~q~v~enzre~~on auf X. Nach Grothendieck und Gabriel [4, Exp. V, Th. 8.11, 
grbt es daher m der Kategorie der mcht notwendig aflinen, algebraischen 
k-Schemata einen Morphismus p: U -+ V mrt folgenden Eigenschaften: 
(i) U ist em offenes, drchtes Unterschema von X = Sp(B) und G- 
invariant. 
(ii) p ist reuflach und der Morphismus U x G -+ U xv L7: (x, s) t-+ (xs, x) 
ist ein Isomorphismus, d.h. p: U -+ V ist ein Haup~~erbundel. 
Nach obrger Annahme uber (G, B) und Satz (4.9) ist X = Sp(B) -+ Sp(C) 
kein Hauptfaserbundel mrt Strukturgruppe G, woraus U # X folgt. Da U drcht 
in X liegt, folgt ,@ + U # X. 
SeiXx’:=(X- U) red , ia f x’ # X, das eindeutig bestimmte reduzierte, 
abgeschlossene Unterschema von X auf der abgeschlossenen Menge X - 17. 
(vergl. [lo, Prop. 5.2.11). Ich zerge, da13 X’ em G-invarrantes Unterschema von X 
ist. Dazu reicht es, die mengentheoretische Inklusion &X’ x G) < X’ zu 
beweisen, da X’ und G, also uber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k such 
X’ x G reduzrert sind (vergl. [lo, Prop. 5.22; [3, 1.2.4.131). Da aber U G- 
mvariant ist, folgt durch Betrachtung der durch die k-Schemata defimerten 
Funktoren die Beziehung p-*(U) = U x G. Sei x E x’ x G. Ware &z) $ XT, 
also ,u(z) E U, so folgte z E p-l{ U) = U x G, also x E (U x G) n (X’ x G) und 
daher (U x G) n (X’ x G) + a. Wegen X’ = X - U ist aber dieser 
Durchschnitt leer, wie man aflin leicht beweist. 
Se1 x’ = Sp(B/b). Es smd x’, also such b G-invarxant. Aua @ # X’ + X 
folgt 0 # b # B und daraus aus der Induktionsannahme, da13 die Aussage des 
Satzes fur (G, B/b) zutrifft. Se1 liVein von Null verschredener (G, B)-Modul. Ich 
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zeige GW # 0 und damn nach Satz (4.9), da13 “(-): (G, B)-Mod -+ C-Mod eine 
iiquivalenz rst, rm Widerspruch zur oben gemachten Annahme uber (G, B). Da 
(G, B)-Mod Iokal noethersch ist, nehme ich Oh’dA den Modul W B-endlich 
erzeugt an, Es ist W/b W ein (G, B/b)-Modul. Aus der Exaktheit von “f-) folgt 
die surjektive Abbildung GW+ “( W/bW). 
(7.4) Fall. W/bW f 0. Nach Induktionsannahme uber (6, B/b) und 
Sat2 (4.9) ist 
G(WlbW) # 0, also such GW # 0. 
(7.5) Fall. WjbW = 0, W = bW. In dresem Fall ist 
+ = Supp(W/bW) = Supp(W) n V(b) 
= V((0 : W)) n V(b), 
wober Supp( W) := (p E Spec(B), W, # O> den Trgger, V(c) die Menge der 
c enthaltenden Primideale, c < B, und (0: IV) : = {b E B; bW = 01 den 
Annulator bedeuten. 
Nach Konstruktion ist x’ = V(b) # O, aus (7.6) folgt 5’((0 : W)) # X, 
also (0 : W) + 0. Da W ein (G, B)-Modul ist, ist (0 : W) G-invariant mit 
W = W/(0 : W’JW. Nach Induktionsannahme, angewandt auf (G, B/(0 : W)), 
ist GW # 0. b 
Der vorige Satz la& sich als eine neue Version des “Serreschen Kriteriums 
fur Aflinitat” auffassen. Der Beweis wurde van demjenigen des entsprechenden 
Satzes fur algebraische R&me (Knutson and Artin [13, Th. III.2.5f) angeregt. 
Nach Artin [l, Th. 7.1],Ist die Garbe X-/G (vergl. [3, IILl]) ein algebra&her 
Raum. Miighcherweise la& sich obiger Satz (7.1) daraus und dem “Serreschen 
Kriterium” von Knutson ablerten. 
Beweis von Sate A. Dieser ergibt sich aus den Satzen (7.1) und (4.9). [ 
Beweis von Folgerung B. Man stelle im Spezialfall Satz A und Satz (5 8) 
zusammen. I 
Beweis von Folgemng C. Man bemerke, da8 G genau dann linear reduktiv rst, 
wenn “(--): G-Mod -+ ModB exakt ist (vergl. [3, II 3.3.71). Insbesondere ist 
dann “(--): (G, B)-Mod ---f C-Mod exakt. 
(1) folgt unmittelbar aus Satz A. 
(2) folgt aus der Relation H(-)I = “(--) und Folgerung B. g 
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8. BEWEIS VON SATZ D 
Die folgenden Betrachtungen verallgemeinern das Resultat [15, Th. 1 .I], 
von Mumford und benutzen die dort entwickelten Ideen. In diesem Paragraphen 
seien X = Sp(B) em affines k-Schema und G = L+(A) eine k-Gruppe, die von 
rechts auf X nicht notwendig frei operrert. Wre ublich seien C : = GB = A(X/Gj, 
Y := Sp(C) und p = Sp(mj): X-t Y. 
Bis auf werteres nehme ich an, daR der Funktor 
“( -): (G, &Mod + C-Mod 
exakt rst, d.h. da13 dre aqurvalenten Bedingungen von Satz (4.6) erfullt sind. Nach 
Satz (4.6) gilt das 
(8.1) ERGEBNIS. Fur jeden C-Mod& bxw. erst recht jede C-Algebra c’ zst 
M~G(B@CM):~t-+l~~b~w.C’~o(B&~). - 
Geometrisch bedeutet dies, day fur jedes kartesische Dzagram ~7t Scha,c 
dze Relation X x y Y’IG = Y’ gait, wobei G von rechts auf X x y Y’ durch 
(x, y’)s = (xs, y’) operiert. In der Terminologie van Mumford [15, Def. 0.51, 
ist p: X-t Y universeller kategorischer Quotient in der Katego& alley at&en 
k-Schemata. 1 
(8.2) 1st B --+ B’ em G-Algebrahomomorphismus, so sind der VergiBfunktor 
(G, B’)-Mod + (G, @-Mod und daher such der Funktor “(-): (G, B/)-Mod --t 
GB’-Mod exakt, d h. (G, B’) erfullt die gleichen Voraussetzungen wre (G, B). 
Alle fur X + Y : = X/G allein mrt Hrlfe der Exaktheitsbedmgung an (G, B) 
bewresenen Elgenschaften gelten also such fur x’+ X’/G, wober X’ ein 
ein affines G-Schema uber X ist. Insbesondere trifft dies nach Ergebnis (8.1) zu 
fur die Projektionen X x v Y’ -+ Y’, Y’ -+ Y ein affines Schema uber Y. [ 
(8.3) HILFSSATZ. Dze Abbzldung p: Sp(B) + Sp(C) zst surjektiv. 
Beweis. Nach Satz (4.14) 1st Bc n C = c fur jedes Ideal c von C. Sei 
q E Spec(C). Dann 1st C,, C B, und Bq n C = q, also B, * q4 # B, . Se1 m 
maximales Ideal von B, mrt B, q,, C m. Dann 1st i”(m), i = kan: B + B, , ein 
Primideal von B uber q 1 
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(8.4) HILFSSATZ. Ist x’ C X ein G-invariantes abgeschlossenes Untewchema, 
so ist p(X’) abgeschlossen. 
Beweis, Sei X’ := Sp(B/b) C X = Sp(B) mit einem G-mvarianten Ideal 
b. Es 1st G(B/b) s GB/“b = C/b n C. Das Diagramm 
p, : X = Sp(B) - E’ = Asp(C) 
u u 
p,~ : x’ = Sp(B/b) __t X’/G = Sp(C/b n G) 
1st kommutativ mit nach Hilssatz (8.3) waagerechten Surjektionen und 
senkrechten abgeschlossenen Einbettungen. Also ist p(X’) = Sp(C/b n C) in Y 
abgeschlossen. 1
(8.5) HILFSSATZ. Ist X, C X, z E X, eine Famike von G-invarianten abgeschlos- 
senen Unterschemata von X, so ist p(nz X,) = nzp(Xz>. 
Bewe& Sei X, = V,(b,) = Sp(B/b,) mlt G-mvarianten Idealen b, . Dann ist 
17 Xt = ~B/TB(G~ h>s wo b ei such Ci b, ein G-invariantes Ideal ist. Nach Hilfssatz 
(8.4) ist 
Andererseits gilt ebensop(X,) = Vc(b, n C) und 
Die Surjektion 
f) P(A) = vc (C (C n bz,). 
z 
von (G, B)-Moduln induziert, da o( -) nach Voraussetzung exakt 1st und 
direkte Summen erhalt, die Surjektion 
Aus (8.6), (8.7), und (8.8) folgt die Behauptung 8 





XxG u ;XLY=X/G 
Pm 
(8.10) 
ist such in der Kategorie Sch, alley k-Schenzata exakt, und p ist submersiv, d.i. eine 
sqektave Identzjikataonsabbildung. 
Bewezs. Eme stetige Abbmdungp: X -+ Y he& submersiv, falls sie surjektrv 
ist und falls jede Teilmenge L’ C Y, fur die p-l( V) offen ist, such selbst offen ist. 
(8.11) Reduktion auf algebraisch abgeschlossenes k durch treuflachen Abstzeg. 
Nach Satz (4.13) bleibt die Voraussetzung “G(-) exakt” be1 Grundkorperer- 
werterung erhalten, Seien k C k’ ein algebrauscher AbschluD von k und k” = 
k’ & k’ mrt den berden Injektionen k’ G k” und der einen Injektron k -+ k”. 
Der mduzierte Morphismus Sp(k’) + Sp(k) ist trivralerwelse treuflach und 
quasikompakt. Es ergeben sich die Funktoren “Basiserweiterung” 
Sch, -+ Sch,,: 2 --t Z’ := Sp(k’) xsslk) 2 
und ebenso 2 ++ Z” mrt den Projektronen Z” 22 -+ 2. Fur em k-Schema 2 
induzrert die Folge (8.10) das kommuative Diagramm 
Hom,(Y, Z) ------+ Hom,(X, Z) ---.-.+ - Hom,(X x G, Z), 
1 1, 1 
Hom,(Y’, Z’) ------+ Homk(X’, Z’) z Hom,(X’ x G’, Z’), 
11 li 11 
Homkl(Y”, Z”)------+ Horn&X”, Z”) =z Horn&X” x G”, Z”), 
(8.12) 
in dem die Zerlen von (8.10) und die Spalten von Sp(k”) =$ Sp(k’) --f Sp(k) 
mduziert werden. Dre Spalten sind exakt, da Sp(k’) -+ Q(k) treuflach und 
quasikompakt 1st [9, Th. 5.2, S. 2121. Die mrttlere Zeile ist exakt nach Reduk- 
tronsannahme Der Morphrsmus p* X-+ Y 1st surjkktrv nach Hrlfssatz (8.3), 
das glerche gilt fur p” durch Basrserwerterung. Welter 1st A@“): A(Y”) = 
k” @)I, C ---f A(X”) = k” Ok B mjektiv Em Morphismus p” affiner Schemata 
mrt diesen Etgenschaften 1st in der Kategorie aller Schemata aber em Eplmor- 
phrsmus, also 1st Hom(p”, Z”) mjektiv. Aus den gerade hergeleiteten Eigen- 
schaften von (8.12) folgt such die Exaktheit der oberen Zeile. Weiter sind m dem 
Dragramm 
x “*Y 
AFFINE QUOTIENTENSCHEMATA 531 
die senkrechten Pfeile treufiach und quasrkompakt, also submersiv [9, Exp. VIII, 
4.31, und p’ nach Reduktionsannahme submersiv. Es folgt, da8 such p sub- 
mersiv ist. 
(8.13) Fur endhches G 1st nach [3, 111.2.3.21, oder [4, Exp. V, Th. 4.11, 
die Folge (8.10) sogar exakt in der Kategorre aller lokal geringten Raume, und 
es ist p ganz, also abgeschlossen und submersiv. 
(8.14) Reduktion auf glut&s G. Dreser Bewelsschnitt verlauft wie der 
entsprechende rm Beweis von Satz (7.1) mrt Hrlfe von Satz (6 7) und (8.13). 
(8.15) Selen jetzt OEdAk algebraisch abgeschlossen u d G reduzlert. Ich 
zeige die Exaktheit von (8.10) m der Kategorie aller k-Schemata. Seien 2 ein 
k-Schema und f: X-+ 2 ein Morphismus mlt fp = fproj. Se1 2 = uz 2, eine 
afline offene Uberdeckung von 2. Darm 1st X = lJzf-l(Za) eine offene Uber- 
deckung von X. Die f “(2,) smd G-invariant wegen fp = f proj, wie im Beweis 
von Satz (7.1) gilt das gleiche fur dre reduzierten abgeschlossenen U ter- 
schemata 
xz : = (x\f-Ymrecl * 
Es 1st 0% X, = a. Nach Hilfssatzen (8.4) und (8 5) sind die p(XJ in Y abge- 
schlossen mrt np(XJ = 0. Also ist Y = U, (Y\p(X,)) eine offene Uber- 
deckung von Y nut f-‘(Z,) = X\X, 2 p-l(Y\p(X,)) Sei Y = l,JjeJ Y, eine 
afine offene Uberdeckung von Y und U: J -+ I eine Abbildung mrt Y, iz 
Y\$(X,(,,). Dann ist p-l( YJ C f -1(20(3J). Aber 
P-‘(YJ x G L&z P-v,) * Yj,P, .=PlP-‘(Y,) 
ist nach Ergebms (8.1) exakt in Scha, , die -Morph&men 
f, =f I P-v& P”(YJ -+ Zoo 
von a&sen k-Schemata faktorisieren also eindeutlg m der Form f, = g,p, , 
g,: Y, -+ Z,(,, C 2. Es ist g, 1 Y, n Yk = g, / Y, n Y, fur alle j und k, da au& 
die Y, n Y* afhn smd, ebenfalls nach Ergebnis (8.1). Damit induzieren 
dre g, einen Morphismus g: Y -+ Z mlt g j Y, = g, , insbesondere gp = f+ 
Da p (siehe (8.11) Epimorphismus in Sch, ist, ist g durch f eindeutig bestimmt. 
Also ist (8.10) exakt in Schb . 
(8.16) In der Situation von (8.15) ist p such submerslv. Seien namlich V < Y 
und p-r(Y) offen in X. Wegen pp = p proj ist p-l{ Y) G-invariant. Wie m (8.15) 
ist such 5 :== (x\p-l(V)),,, ein G-invariantes abgeschlossenes Unterschema. 
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Nach (8.15) 1st Y\V = p(X&p-l( V)) = p(X) abgeschlossen in Y, also V 
offen. 1 
Beweik zton Satx D (1) Der erste und Haupt-Ted des Satzes ergibt sich aus 
Satz (8.9) zusammen mit Ergebnise (8.1) und (8.2). 
(2) 1st umgekehrt X + Y universeller kategorischer Quotient, so grit 
insbesondere fur jedes affine k-Schema Y’ uber Y die Relation X x r Y/G G Y’, 
also fur jede C-Algebra C’ die Beziehung C’ E G(B 6Jc C’). Daraus, der 
zusatzlich angegebenen Modulbedingung und Satz (4.6) folgt die Exaktheit 
von “(-) auf den (G, B)-Moduln. 1 
9 INJEKTIVE MODULN 
Fur eine k-Gruppe H und eine k-Untergruppe G < H wurde im Abschnitt 
(5) das Paar adjungierter Funktoren 
G-Mod A H-Mod, 
‘L 
V t-+ “(V @ A(H), w+-lw (5.4) 
konstrurert. Der linksadjungrerte Funktor L ist exakt, der rechtsadjungierte I 
erhalt dann die Injektivitat von Objekten. Im Spezialfall G = 1 folgen die 
adjungierten Funktoren 
k-Mod A H-Mod, 
‘L 
VI-+ V @ A(H), wti w. 
Da alle k-Vektorraume injektrv sind, gilt dies such von allen induzierten Moduln 
V@ A(H) = A(H)(‘), Vg k(l); insbesondere ist A(H) selbst injektiv als 
H-Modul. Ein H-Modul W ist daher genau dann injektiv, wenn die injektive, 
H-lmeare Abbildung Y, = d: W + W @ A(H) eine H-lineare Retraktion 
besitzt. 
Seien jetzt G = Sp(A) eine k-Gruppe und C eine k-Algebra, welche mit der 
trivialen Operation als G-Algebra betrachtet wird. Ein Links-(G, C’)-Modul im 
Sinne von Paragraph (8.14) ist em k-Vektorraum W mit einer C- und einer 
G-Modulstruktur derart, da13 die R-linearen Translationen 
W@ R-+ W@ R:xt-+sx, s E G(R), REAI, 
such C-linear sind Dabei operiert C auf W @ R durch c (w @ r) = cw @ P. 
Anders ausgednickt bedeutet dies die C-Linearitat der Diagonalabbildung 
A: W-+ W@ A. Die Folge 
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ist eme exakte Folge von C-Mod&. 1st zusatzlich C C C’ eine flache Ringer- 
weiterung, so ist such 
exakt. Betrachtet man hoer such c’ als G-Algebra mit trlvialer Operation und 
C’ & W als G-Modul mit s(c’ @ w) = c’ @ SW, so 1st C’ & W em (G, C’)- 
Modul, und aus (9.1) folgt 
“(c’ f& W) = c’ Oc(Gw)g 
Sei aul3erdem v ein endhch dimensionaler Links-G-Modul. Nach (3.4) ist 
Hom,(P”, W) = Hom,(T, W). Der naturliche Isomorphismus 
C’ & Hom,( V, W) zz Hom,( v, C’ OC W) (9.2) 
(V endhch drmensional) 1st such G-linear, wobei dre G-Strukturen die oben 
eingefuhrten sind. Der G-Isomorphismus (9.2) induziert den k-Isomorphismus 
c’ & Horn, (V, W) s C’ OC GHom,( K W) 
N G( c’ & Hom,( V, W)) s GHom,( K C’ @c W) -
- Hom,( V, c’ & W), =
C’ & Horn, (V, W) G Hom,( V, C’ OC W), (9.3) 
funktoriell m (G, C)-Moduln W und endlich drmensionalen G-Mod&-r r. 
(9.4) SATZ. Seien G = Sp(A) eke k-Gruppe und X = Sp(B) ein a#iBes 
k-Schema, auf dem G rechts frei operievt, und xwar so, dap Sp(33) -+ Sp(GBf 
Hauptfaserbiindel mit Strukturgrzcppe G ist. Dam ist 3 als G-Modul injektiv. 
Beweis. Sei C := GB. Nach Voraussetzung ist C C B treuflach. Die Gruppe 
G operiert trivial uf C. Nach den vorangehenden Betrachtungen erhalt man den 
k-Isomorphismus 
B &- Hom,(P’, W) G Hom,(v, B ac W), (9.5) 
funktorrell in(G, C)-Mod& Wund endlich drmensionalen G-Moduln V. Dabei 
operiert G auf B &. W durch s(b @ w) = b @ SW. 
A.ls (G, B)-Modul ist B erst recht ein (G, C)-Modul, aus (9.5) foIgt spezieli 
B & Hom,( V, B) z Hom,( v, B OC B). (9-G) 
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funktorrell in endlich drmensronalen G-Moduln V, mit der G-Operation 
s(b @ 6’) = b @ sb’ auf B &B. Nach Voraussetzung 1st (mj, 0): B &B + 
B @ A ein K-Algebraisomorphrsmus. Mrt den G-Operatron s(b @ b’) = 
b@sb’bzw. @@a) =b@sa auf B&B bzw B@A ist (inj, 0) wre im 
Bewers von Satz (4.9) such G-linear. Mrt (9.6) folgt der funktorielle Isomor- 
phrsmus 
B & Hom,( V, B) g Hom,( V, B @ A). 
Nach den Betrachtungen am Anfang des Abschmtts ist B @ A als G-Modul 
injektrv. 
Da C C B treuflach rst, 1st daher der Funktor Horn&-, B) auf den endhch 
drmensronalen G-Mod& exakt 
Sind also U < V endhch drmensronale G-Moduln und f: U-t B G-linear, 
so la& such f auf Y G-linear fortsetzen. Dre endlich dimensionalen G-Moduln 
sind eine Famrlie von Generatoren von G-Mod (vergl. Paragraph 2). Aus 
dem von Grothendreck in [8, I.l.lO], bewiesenen “Baerschen” Krrterium fur 
Injektrvitat folgt dre Injektrvitat von B. i 
Beweis van Sat2 E. Der vorrge Satz (9.4) 1st anwendbar mrt X = H = 
&&4(H) und zeigt, dal3 A(H) als Links-G-Modul injektrv ist. Die Kategorie 
G-Mod ist lokal endhch, also lokal noethersch. Daher sind direkte Summen von 
injektiven Objekten in G-Mod wieder injektrv [7, Prop. 6, S. 3871, was spezrell 
fur A(H)(J), I eme Indexmenge, gilt. 1st W ein beliebiger injektiver H-Modul, 
so ist er H-, also G-direkter Summand von W@ A(H) = A(H)(‘), WC k(” ah 
K-Vektorraum. Also ist W such G-mjektiv. 1 
10. EINE SPEKTRALFOLGE "A LA HOCHSCHILD-SERRE" 
Seren H eme K-Gruppe und Gg H ein Normalteller von H. Die affinen 
Algebren seien A = A(G), B = A(H) und C = A(H/G) = GB. Ist W ein 
H-Modul, so 1st GW ein H-Modul mrt trivialer G-Operation, also ein H/G- 
Modul. Die C-Comodulstruktur von GW wrrd gegeben durch das kommutatrve 
Diagramm 
Wd’W@B 
u u (10.1) 
GW --% GW @ c, 
funktoriell in W. 
Bezeichne H*(G, -) den exakten cohomologischen &Fur&or (=verbundene 
Folge von Funktoren) (vergl. [S, II 11) der Cohomologiegruppen bzgl. G([3, 
11.3.31). Fur n > 0 ist 
Hn(G, -): G-Mod -+ IMod, 
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der n-te abgelertete Funktor des Funktors “(-) ([3], 11.3.3.3). Der &Fur&or 
H*(G, -> ist als Folg e abgeleiteter Funktoren universe11 (siehe f8, lL2’J). Der 
Einschrankungsfunktor L: B-Mod -+ G-Mod ist exakt und erhalt nach Satz E 
die Injektivitat. Daher ist such H*(G, -)L universe&r exakter &Funktor, und 
zwar die Folge der abgelerteten Funktoren son G(-)L. Durch Tensoneren 
mit C erhalt man einen weiteren umversellen exakten &Funktor H*(G, -)L @ C. 
Der nach (10.1) in der Dimension 0 gegebene Nomomorphlsmus 
(G(-)L)(W) = GW-t (G(-)L @ C)(w) = GW@ C, 
funktoriell m WE H-Mod, la& sich wegen der Universahtat und Exaktheit der 
&Funktoren emdeutig zu einem &Funktor-Morphismus 
H*(G, -)L + H*(G, -)L @ C, 
(10.2) 
H%(G, W) + Hn(G, W) @ C, WE H-Mod 
fortsetzen. Damit werden alle H”(G, W) zu Rechts-C-Comoduln, d.h. Links- 
H/G-Mod& und zwar funktorrell m WE H-Mod. Damit sind die Funktoren 
H*(G, -): H-Mod -+ H/G-Mod (10 3) 
die abgeleiteten Funktoren von 
“(-): H-Mod -+ H/G-Mod. 
Sind W em H-Modul und 
o-+ W-+I+P+**- (10.4) 
eine mjektive At&sung von W m H-Mod, so ist (10.4) nach Satz E such eine 
mjektrve Auflosung von W in G-Mod und der induzierte Komplex 
O+GW-+‘T-+GI~--+ -- 
von H/G-Mod& induziert H/G-Modulstrukturen auf den Gruppen 
Hn(G, W) = H”(“I*>. D ie so definierten und die oben universe11 eingefuhrten 
H/G-Strukturen auf H*(G, W), WE H-Mod, stimmen eberem. 
Beweis zlon Sate F. Das Diagramm 
k-Mod < *(-) H-Mod R =G(-) t H/G-Mod “‘(-) + k-Mod 
linksexakter Funktoren ist kommutativ. 
Als rechtsadjungierter Funktor zum exakten linksadjungierten Funktor 
L: H/G-Mod --f H-Mod: WH W 
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erhalt R die Injektivitat von Objekten. Nach Grothendieck [8, Th. X4.11, 
folgt die rm strengsten Smn konvergente Spektralfolge 
Hp(H/G, -) 0 R* $ fP(H, -), 
wobei R* den &Funktor der abgeleiteten Funktoren von R bezeichnet. Aber 
RQ = W(G, -) nach (10.3). Die Behauptung folgt 1 
(10.5) FOLGERUNG Situation wie in Sate F. 
(1) Ist H/G linear red&iv, so gzlt 
XIGH*(G, W) E H*(H, W), WE H-Mod 
(2) Ist G hear reduktiv, so gait 
H*(H/G, “W) E H*(H, W), WE H-Mod. 
Beweis. Die Spektralfolge von Satz F artet m beiden Fallen aus und liefert 
unmrttelbar den angegebenen Isomorphismus. 1 
Die Spektralfolge mduziert wie ribliche die “kurze exakte Folge der Terme 
niedrigen Grades”. 
ANHANG 
Im Folgenden seien k em Korper, B eme K-Algebra vom endhchen Typ und G eme 
K-Gruppe, welche von hnks auf B openert. 
Der folgende Satz grbt eme posmve Antwort auf dre Frage des 14.ten Problems von 
Hilbert unter den Bedmgungen dieser Arbert 
SATZ Ist der Funktor 
G( -) (G, B) - Mod + Mod, 
exakt, so ist such dae Algebra GB der znvarzanten Elemente von endlichem Typ. 1 
In den Bewers geht em, dal3 m behebrger Charakterrstrk eme reduktrve Gruppe semr- 
reduktiv ist (Vermutung von Mumford, bewresen von Haboush 1975) 
Der Satz (5.8) kann verbessert werden au folgendem 
SATZ Sez K ezne Klasse von G-Mod& nut der Eagenschaft, daJ jeder endlach dzmen- 
szonale G-MO&Z zn em endhches Prod&t van Mod& aus K emgebettet werden kann, z.B., 
K = {A(G)}. Folgende Aussagerz sand aquzvalent 
(1) Der Funktor 
zst exakt 
G(-) (G, B) - Mod + Mod, 
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(2) Der Funktor 
G - Mod + Mod, V b G(V @ 3) 
ast exakt Dabei operzert G auf V @ 3 diagonal. 
(3) Fur lede Darstelhmng V E K und jedea endlzch dmenmnalen G- Untermodul U 
lion Vist 
kan. G(V @ B) -+ qvju 0 B) 
surjektzo i 
Der Satz 1st em “Baersches Krrtermm” fur “Coflachhert ” 
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